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ffﬁ}i%} Problem

e Beispiel:
,Bestimmung der Parameter einer Gerade bei
gegebenen x und fehlerhaften y*

y=ax+b

— Beschreibung der Gerade durch a und b

e Problem: Beschaffung der Parameter a & b




ffﬁ’ia\?} Ansatz

e LOsungsansatz
— X gegeben, y gemessen
— Wahlen einer ,mittleren Geraden*
— Bestimmung deren Parameter?

°*
¢
t |

— neue Geradengleichung fur x und y

yitv,=ax, +b

_ Ansatz
ﬁg’i’%} funktionales Modell

e ,Mmittlere Gerade*“
— Gerade, die am besten passt

— Abweichungen v sind minimal

Z v? = min
— daher Methode der kleinsten Quadrate (MKQ)
— Matrizenschreibweise

v=| >  v'v =min




_ Ansatz
f#’i’*\?} funktionales Modell

y+v=ax+b — L+v=AX

32 X 1
Lo| | ac|® ! M

_yn _ _xn 1_ Unbekannten-
: : ektor
Beobachtungs- Designmatrix Y
vektor

e Achtung: Anderung der Bezeichnungen
x: Vektor der Unbekannten

_ LOsung
ﬁg’i’%} funktionales Modell

L+v=AX — v=Ax-L
viv= (Af(-L)T (Ax-L)
=x'ATAX-x"A'L-L"Ax+L'L
=x'ATAX-2-x"A'L+L'L
e Bestimmung des Minimums
8(VTV)
[9).9

=0 — 2ATA%-2-A"L=0
i=(A"A) A'L




_ LOsung
ffﬁ”t’%} funktionales Modell

Beispielrechnung : Gerade

ffgx'g Ansatz
3= stochastisches Modell

e Genauigkeitsaussagen fur jede Beobachtung
notwenig

e Varianz: beschreibt das mittlere Quadrat der
Abweichungen der Beobachtungen vom ,wahren*

Wert . LA
o =lim+ Z g,
i=1

n—»0

e abgeleitet: Standardabweichung

S




ﬁ%g Ansatz
3= stochastisches Modell

2

O, P00, - p,0,0,

2
s £210,0, 03 £2,019,
n= . ) i
(n.n)
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e Kovarianzmatrix: vollstandige Genauig-
keitsaussage fur einen Beobachtungsvektor L

e Hauptdiagonale: Varianzen der
Beobachtungen

e Nebenelemente: Korrelationen zwischen den
Beobachtungen

f&g Ansatz
3= stochastisches Modell

e Genauigkeitsangaben nicht immer
bekannt, aber Genauigkeitsrelationen

2
2, =0,-Q,

(n.n)




ﬁ%g Ansatz
3= stochastisches Modell

e Kofaktormatrix: Genauigkeitsrelationen

e Unbekannte Varianz (Tg wird als
Varianzfaktor bezeichnet

e FUr die Ausgleichung nach MKQ wird diese
oft mit 1 angenommen

2
O, P06, - p,0,0,
2
Q, = £210,0, 0, P2,019,
n= . )
2
_pnlano-l IOn2O-nGZ o Gn ]

ffg";%} Erweiterung

e Erweiterung: unterschiedliche Gewichtung
der Beobachtungen

Wann? — bei unterschiedlicher Genauigkeit der
Beobachtungen

Beispiel: Bildkoordinaten an Bildrandern

e veranderte Ausgleichungsbedingung
v'Pv=min mit P=Q;

— Kofaktormatrix der Beobachtungen




ffﬁ’i%} Erweiterung : Gewichtung

e In den meisten Fallen, wird davon
ausgegangen, dass die Beobachtungen

unkorreliert sind

o2 0 - 0

0 o 0

Q[]: . ? . :
0 0 Gj_

vIPv=min mit P=

—  v'Pv=(A%-L) P(A%-L)
=x"ATPAX-x"A"PL-L"PAX+L"PL
=x"ATPAX-2-x"A"PL+L'PL

o(v'v
(8 ) =0 — 2A"PAX-2A'PL =0
X

i=(A"PA) A"PL — GauB-Markow-Modell




’ffgig Losung
3= stochastisches Modell

e Kovarianzen der geschatzten Parameter?
— Varianz-Fortpflanzungsgesetz (VFG)

e Gegeben: Zufallsvektor X und
Abbildungsvorschrift:

Y=A-X+b

e Varianz-Fortpflanzungsgesetz

[Niemeier, 2002]
— T
EYY =A- ZXX ‘A

’ffgﬁg Losung
3= stochastisches Modell

- mit
( TPA ) ATPL
=F L
gilt
Q.=F-Q, F
=(A"PA) A"P.Q, -PA(ATPA)’
= (A"PA)" ATPAI(ATPA)'I
=(A"PA)"
=N"  — Normalgleichungsmatrix




A

e Daraus ergibt sich fur die Losung des
funktionalen Modells

x=N'A"PL=Q_A"'PL

ffﬁ‘i"%} Zusammenfassung

e Linearer funktionaler Zusammenhang
zwischen
— gegebenen GrélRen (im Beispiel x)
— gesuchten Parametern (im Beispiel a und b)
— und den Beobachtungen (i.Bsp. y)

e Beobachtungsgleichungen®
L +v=AX




'ffg".%\/veiterung . Nichtlinearitat

e Problem:
— nicht-linearer funktionaler Zusammenhang

» Beispiel:
— Bestimmung der Parameter eines Kreises

HEiSsitH

e Linearisierung

ffﬁ‘i’%} Linearisierung

e Erzeugen eines pseudo-linearen
Zusammenhangs, durch Aufstellen einer
Taylorreihe bis zur 1. Ordnung

F(r’¢’X’Y):F(r09¢0’X09Y0)+6—F 'd?“i‘a—F 'd¢+a—F -dX-i—a—F -dY
or |, 0d|, 0X |, oY |,
« Ausgleichungsmodell o
B 1 . 1 ] d?’
cosg, -r-sing, O 1 0 "
sing, r-cosg, O 0 1 :
E:L_FO A= ; ; : X = .n
n 0 s 10 de
C?S(ﬁ?, X r smqﬁno - P
_Sln¢0 ]/.Cos¢0 | _dY




*fg‘%} Linearisierung

e damit ergibt sich fur die
Parameterschatzung

x=x"+dx

e Naherungswerte mussen bekannt sein
e |terativer Prozess

» Allgemeines Ausgleichungsmodell
— Beispiel: Kreis

“fg’%} Allgemeines Modell

» bisheriges Modell: eindeutige
Beobachtungsgleichung flr jede einzelne
Beobachtung

— Erweiterung: in einer funktionalen Beziehung
kommen gleichzeitig mehrere Beobachtungen
und Unbekannte vor

2

(s;cost,— X ) +(s,sint,—¥) —R*=0

F(L,x)=0




“*g’t’%} Allgemeines Modell

. oF (L,x"
F(L,x)=F(L,x°)+%- x XX

— Nebenbedingung

B-v+A-x+w=0

o oK oF, ] [ oF, oF .. OF ] 0
L, oL, o, Xy oxd X, F(L.x

0 OF,  OF oF. 0 oF,  OF, oF, 0
GF(LX ) L Lo & 8F(Lx) ok oK R F (L.x

’ oL oL oL, ’ X! ax)y ox? 0 2\
aL — .l .2 ) ] A: 8 - .] .2 ) .n W=F(L’X ):
. . . X . . . . .
oF,  0F, oF, oF,  0F, oF, 0
| 7L, L, L, | ESrs e _Fb (L’X )

“*g’t%% Allgemeines Modell

— Zwei Bedingungen
VIPv=Q=min und B-v+A - x+w=0
e LOsen des Ausgleichungsproblems uUber die

Verwendung der Methode von Lagrange

— Das Optimum £ einer Funktion f, die gleichzeitig die
Nebenbedingungen @ erfullen soll, kann gefunden
werden, wenn gilt

Q=f+po +p,p,+...+po,

— Korrelaten: unbekannte Multiplikatoren p

— in der Geodasie 2k




“*g’t’%} Allgemeines Modell

Q=v'Pv+2k' (B-v+A-x+w)

e LOsung: 1. Ableitung nach v und x

a_Q: 2Pv-2B'k =0
ov
0=Q,Pv-Q,B'k

—

V= Q?,BTk — Korrelatengl.

“*g’t%% Allgemeines Modell
e 1. Ableitung nach x
K ATk =0
OX
A"k =0

e wird v in die Bedingung ¢ eingesetzt...

B-QB'k+A -Xx=-w
Ak =0




“‘g‘i’%} Allgemeine L6sung

e in Matrizenform erhalt man
BQ,B" A| k| [-w
R
e die Losung ergibt sich so mit
k] [BQ,B" AT [-w
HER I

e GauB-Helmert-Modell

ffﬁﬁ%} Beispiele

e Anwendungsbeispiel:
— Kreis
— Kalman-Filter
— Bundelausgleichung fur Bilddaten
— Bundelausgleichung fur verschiedene Quellen




Beispiel

Beispielrechnung : Kreis

Kalman-Filter

e Zustandsschatzung Uber sequentielle

Ausgleichung

Initialisierung des
Zustandsvektors

X,
und der Kofaktormatrix

Qs

’ f

- | T=T+At

N Aufdatierung der
& geschatzten Groken
! ohne Beobachtung

Aufdatierung der
geschatzten GroRen mit
Beobachtung

y
Pradiktion
%! und Qk,

‘ Beobachtungen fiir t ""”‘

Signifikanztest

nicht bestanden

F 3

bestanden




ffﬁ’;’%} Kalman-Filter : Beispiel

e Zustand wird beschrieben durch
— Position
— Geschwindigkeit
— Beschleunigung

e |nitialisierung Uber zwei zeitlich
aufeinander folgende Positionsmessungen

X,
(X, — X;) /At
0

Xi =

ffﬁ’;’%} Kalman-Filter : Beispiel

e Pradiktion anhand eines
Bewegungssmodells T:

— hier Bewegungsgleichung
=1 )
X, =1 -X_ny

e Abbildungsmodell: Zustand — Beobachtung

L=A x
1 0 0 0 OO 0 0 0]
A=[0 1 0 0 0 0 0 0 0
00 1 00000 0




rﬂ’h% Kalman-Filter : Beispiel

B
t 1
pa— - .e 2
Z, Xt =Xiar + Xpoae - At + 5 - Xtoar - At
X, = 10 0 At 0 0 lh.aR 0 0
L=|Y | x=| 1 010 0 At 0 0 lh-ar o
7 7 0001 0 0 At 0 0 lp.a
! i 000 1 0 0 At 0 0
X T=(000 0 1 0 0 At 0
_ 000 0 0 1 0 0 At
Y, 000 0 0 0 1 0 0
= 000 0 0 0 0 1 0
| Z, 000 0 0 0 0 0 1

rﬂ’h% Kalman-Filter : Beispiel

Ausgleichung Kalman-Filter
Verbesserungen Innovation B
v=AX-1 d, =L, -X
Kofaktormatrix der Verbesserungen Kofaktormatrix der Innovation
— T i _ i T
vi - Qll _AQxxA D = sz _AQﬁ,tA
Kofaktormatrix der Unbekannten Kofaktormatrix des Zustandes
Q.=F-Q,F QL =T-Q, T' [+s-Q,,-S"]




ffﬁ’ia\?} Kalman-Filter

e Signifikanztest

1

T —1 2

e Bei Annahme
5&; = i; + K" -d; Q;"Q"(f = Q;_Q_(f ~K'-D"- K;r
K'= Q. A" -D;"
e Bei Ablehnung

A1 =1 7 _ )
Xt — X4 XK.t — Wx%.t

ff*’i’%} Zusammenfassung

e GauB-Markow-Modell

— Eindeutige Abbildung der Unbekannten auf
eine Beobachtung
e Beobachtungsgleichungen

e GauB-Helmert-Modell

— Impliziter Zusammenhang zwischen
Beobachtungen und Unbekannten
e Bedingungsgleichungen




